Point fixe de Brouwer

Théoreme
Toute fonction f : B™ — B" continue admet un point fixe.

DEMONSTRATION
On suppose que f n’a aucun point fixe.

On peut supposer sans perte de généralités que f est de classe C'.
Sinon on approxime f avec une fonction de classe C! sans aucun point fixe dont
I’existence est garantie par le théoréme de Stone-Weierstrass.

Pour tout z € B™, on définit ¢(z) comme I’intersection entre S"~! et la demi-
droite [f(x);z ), bien définie puisque f n’a aucun point fixe.
En fait, p(z) = f(x) + Mx)(z — f(z)) ot A(z) > 0 vérifie || ()], = 1.

A(z) est la racine positive du polyndme

PO) =X o = f@)y + 22(f (@), = f@) + | )] - 1.

Comme ce polyndme a 2 racines simples réelles, A(x) dépend de maniere C! des
coefficients du polyndme, donc dépend de maniere C! de z. Ainsi ¢ est de classe

ct.

Comme B" est compact, par continuité, il existe 5 €]0; 1] tel que

Vr € B",

lde(@)] <

™|

Par inégalité des accroissements finis, on en déduit que ¢ est —-lipschitzienne.

B
Pour tout ¢ > 0, on pose ¢;(z) = (1 — t)x + ty(x) de classe C'.
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B

On pose o = 5
Soitt € [0;af C [0; 5]. Soient z,y € B" tels que oi(z) = @t(y).
t
Alors [l =y = 7= @) — o) < g5 l= vl < 3 el
B
Comme t < 1+5 =1l,onaz =y.

ﬁ<1 B t) B (1 - 1+ﬂ>

On a bien I'injectivité de o, si t € [0; a.

Soitt € [0;a] C [0; 1[. Soit x € B".
Alors dpy(x) = (1 — t)Id + tdp(z) = (1 —t) (Id + Td(p( )
t
Id — (Id + 1—_tdg0(l’)>

|- el < g5 <
I’endomorphisme Id + ngo(x) est inversible.

Comme

Donc dp,(z) = (1 —t) <Id + ngo( )> est inversible.

Soit t € [0; a[C [0; 1].

Par le théoreme d’inversion globale, ¢, est un C!-difféomorphisme entre B" et

R (IB%”) , ouvert de B".

o

Soit y,, = ¢i(x,,) suite de p; (IB%”) , convergeant vers y € B,,.

Par compacité de B", quitte a extraire une sous-suite de (z,,),, on peut supposer
que la suite est convergente vers z € B”.

Par continuité, y = ¢;(x).

Size S talorsy = (1—t)z+te(z) =z € S". Absurde car y € B™.

Doncz € B" ety € ¢; | B" | qui est un fermé de B".

Comme ¢y (IB%”) est un ouvert fermé du connexe B", ¢, (IB%”) = B".
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Pour t > 0, on pose P(t) = / . det(dyi(x)) dx polynomiale en ¢ car det est

]Bn
polynomiale en les coefficients et le caractere polynomial est conservé par inté-
gration.

Comme pour tout x € B" et t € [0;af, dpi(x) est inversible, det(dy;(x)) est
de signe constant.

OrVz € B, det(dpo(z)) = det(Id) =1 > 0. D’olt pour tout ¢ € [0; 3],

P(t) = / det(dpy(z)) dx

n

= / . |det(dyi(x))| dx par positivité du déterminant sur le domaine

n

= / _ dy par le changement de variable y = ¢ (z)

n

= Vol(B").

Comme le polyndme P est constant sur un intervalle non trivial, P est constant.
En particulier,

P(1) = Vol(B") = / det(dy (z)) dz — / det(dp(z)) dz.

n n

Comme Vz € B", |

() H2 = 1, par différentiation,
Ve € B", Vh € R", (dp(z)(h),p(z)) = 0.
D’ol pour tout z € B", dip(x) est a valeurs dans I’hyperplan o(x)*. Donc

Vol(B") — P(1) / det(dp(z)) dz — / 0 dz = 0.

n n

Absurde. O
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